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o Ketjumurtoluvut

@ Sturmin sanojen maaritelma(t)

o Ketjumurtolukujen sovellus Sturmin sanoihin

«40>» «Fr» «=)» < > Q>



Ketjumurtoluvut

@ Jokaisella irrationaaliluvulla o on yksikasitteinen paattymaton
ketjumurtolukukehitelma:

a = |ag; a1, a2, a3,...] = a0 + 1
al+—1
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Konvergentit

® po/qo = [a0), p1/q1 = [a0; a1], - ... Pk/qk = [a0; a1, - - -, ak]
po=ao, p1=aiao+1, px=akpk-1+pk—2, k=2,
go=1 q =a, Gk = akqk—1 + Gk—2, k >2.
@ Luvun « konvergentit py/qx ovat sen parhaita
approksimaatioita:
min |[na = [[gk-1a| = [qr-100 — pi—1],  k=>1,
0<n<qx
missa normi ||x|| = min{{x},1 — {x}} mittaa luvun x

etaisyytta [ahimmasta kokonaisluvusta.
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Semikonvergentit

e Luvun a = [ag; a1, a2, . . .] semikonvergentit ovat muotoa
Pke  €Pk—1+ Pr—2
Gk CQr-1+ qr—2’

missa 0 < £ < ay.
@ Semikonvergentteja olemassa vain jos a, > 1.

@ Luvun a semikonvergentit ovat sen "toiseksi parhaita
approksimaatioita”.
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@ kontinuantti: konvergentin nimittdja

@ semikontinuantti: semikonvergentin nimittaja

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Geometrinen tulkinta

e Ympyralld [0,1] ~ R/Z pisteiden {a}, {2a}, ..., {na}
joukossa lahimpana pistettd 0 (jommalta kummalta puolelta)
ovat pisteet {gx_10} ja {qk ¢}, missd k on suurin
kokonaisluku, jolle gx—1,qke < nja 0 <4 < ag.
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Sturmin sanat

@ Airetdn sana on Sturmin sana jos silld on n+ 1 pituutta n
olevaa tekijaa.

o Tyyppiesimerkki: Fibonaccin sana f:

fi=0
f, =01

f, = 010

fk = fr-1fk—

f= klim fr = 01001010010010100101 ...
—00

Jarkko Peltomaki Sturmin sanat ja ketjumurtoluvut



Rotaatiosanat

Sturmin sanat vastaavat tasmalleen irrationaalisia

rotaatiosanoja.

@ Rotaatiosanat:

o Valitaan irrationaaliluku « € (0, 1).

o Jaetaan ympyra [0, 1] kahteen osaan: I =[0,1 — «),
Il = [1 — Q, ].)

o Pisteen x € [0,1) rata rotaatiossa R: x — {x + a} koodataan
aarettdmaksi sanaksi sy o, sen mukaan kumpaan valiin fp tai
radan piste kuuluu.

Tyypillisesti valitaan oo < 1/2, jolloin 00 esiintyy, mutta 11 ei.

Luku & on Sturmin sanan kirjaimen 1 esiintymistiheys.

Fibonaccin sanassa kirjaimen 1 tiheys on
2—p=10;2,1] ~0,38.
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Rotaatiosanat

e Pisteiden 0, {—a}, {—2a}, ..., {—na} muodostamat valit
vastaavat bijektiivisesti rotaatiokulman « Sturmin sanojen
pituutta n olevia tekijoita.

@ Jokaista rotaatiokulman « Sturmin sanan tekijaa
W = apas - - - ap_1 vastaa yksikasitteinen osavali

W] =l N R Y(I)N...n R==D(1, ).

e Siis Sturmin sana s, , alkaa tekijalld w jos ja vain jos x € [w].

@ Tason n valit: pituutta n olevia tekijoitd vastaavat vilit.
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Rotaatiosanat

o Tekijat riippuvat siis vain luvusta «: kaikilla rotaatiokulman «
Sturmin sanoilla on sama kieli £(«).

@ Pituutta n olevien tekijoiden tutkimiseksi riittaa siis tarkastella
vain vastaavia valeja ympyralla.
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Toistot

@ Sana on toisto, jos se on muotoa w" jollain n > 2.
e Toisto on primitiivinen mikali w ei itsessaan ole toisto.
o Airettdmissi sanoissa esiintyvia toistoja on tutkittu paljon.

On esimerkiksi olemassa darettémia sanoja, joissa ei esiinny
lainkaan toistoja.

o Entdpa Sturmin sanojen toistot?
o Ketjumurtolukujen sovellus.
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Toistot Sturmin sanoissa

2

Olkoon sy o = w?-- -, missi w?

on primitiivinen toisto.
Merkitdan n = |wl|.
Pisteiden x ja R"(x) on siis oltava samalla valilla [w].

Pisteiden x ja R"(x) etaisyys on ||n«]|.

Siispa luvun ||na| tulee olla pienempi kuin valin [w] pituus

[[w]].
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Three Distance Theorem (TDT)

@ Olkoon n > g1, jolloin voidaan kirjoittaa
n=~Lqx-1+qko2+r,

missd k > 2, 0</l<arjal0<r<qgr_1.
@ Talloin tason n valien pituudet ovat:

o [[gk—1c| (n+1— g1 kpl),
o [lgkea (r+1kpl),
o [lgke—1a (qx—1 — (r +1) kpl).
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Toistot Sturmin sanoissa

@ Tason n = |w| valien pituudet ovat siis ||gxk_1¢|, ||qk,cc| ja
|Gk, e—1¢||, missd qx—1, Gk ja qk¢—1 ovat suurimmat lukua n
pienemmat (semi)kontinuantit.

@ Koska luku ||na| on jotakin tason n valin pituutta pienempi,
niin n = qx_1 tai n = gy, silld (semi)kontinuantit gx_1 ja
Qk,¢ antavat parhaan ja toiseksi parhaan approksimaation
luvulle a.

Jos w" on primitiivinen toisto, niin |w| on (semi)kontinuantti.
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Indeksi

e Tekijan w indeksi ind(w) on suurin kokonaisluku, jolla
w" € L(a).

o Siis

it = | 2L {mos (]l # | wiall

[||wla| 0, muulloin.
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Indeksi

@ Oletetaan, ettd |w| > q; ja ind(w) > 2, jolloin |w| = qxe,
k>20< 4 < ag.
e TDT:n mukaan pituudelle |[w]| on kolme vaihtoehtoa:
o Jos |[w]| = ||gk,e—1c||, niin

ind(w) = 7”%’6710(“ +1
L llgk.ec]]

| gk el + |qk1a|J 41
|k ecx]|

_ ||Qk—1a||J P

L lqk,ecll

_Jakt1 +2,jos £ = a,

B 2,jos £ < a.
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Indeksi

@ Toimimalla muissa tapauksissa vastaavasti saadaan:

o |w| = gk (kontinuantti) = ind(w) € {aki1 + 2, aksr + 1,1}
o |w| = g (semikontinuantti) = ind(w) € {2,1}

o Erityistapauksessa |w| = qo = 1 saadaan ind(w) € {a1,1}.

o Erityistapauksessa |w| = g1 = a; saadaan
ind(w) € {a» +1,1}.
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Indeksi

@ Rotaatiokulman « Sturmin sanan indeksi on siis

max{ai, a» + 1,2 + sup{ax}}.
k>3

o Erityisesti Fibonaccin sanassa esiintyy korkeintaan 3.
potensseja.

@ Indeksi on aarellinen jos ja vain jos ketjutermien ax jono on
rajoitettu.
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Rationaali-indeksi

@ Rotaatiokulman o Sturmin sanan rationaali-indeksi on

max {al, 2+ iug{ak + (k-2 — 2)/qk_1}} .
>

o Erityisesti Fibonaccin sanan rationaali-indeksi on
24+ o~ 3,01
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